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UNE REMARQUE SUR LES ISOMORPHISMES 
DE SCHEMAS DE BERNOULLI 

QUI PRESERVENT CERTAINS FACTEURS 

PAR 

PAUL SHIELDS ET JEAN-PAUL THOUVENOT t 

ABSTRACT 

By slightly strengthening the hypothesis, we quickly arrive at, in a new case, 
some results from the paper Remarquessur les syst~mes dynamiques dorm,s 
avec plusieurs [acteurs. 

Introduction 

On consid~re deux parti t ions d6nombrables  d 'ent ropies  6gales (et finies) R et 

R1 poss6dant  chacune deux sous-part i t ions P e t  Q, et P, et QI respec t ivement  

de fa~on que 

(1) R = P v Q 

(2) R, = P, v Q, 

(3) E ( R )  = E(R, ) ;  E ( P )  = E(P , ) ;  E ( Q )  = E(Q,) .  

On consid/~re les deux schemas de Bernoulli (X, T)  et ( X ,  T,) munis des 

g~n6rateurs ind6pendants R et R~ respec t ivement  (i.e. X = R z et T est  la 

translation. De m~me pour  X~ et TO. Le  th6or~me d ' i somorphisme d 'Ornste in  

et la condition (3) entrainent  que (X, T) est i somorphe  fi (X~, TO, que ((P)T, T) 

est  i somorphe  h ((POT,, T,) et qu'il en est de m~me de ((Q)T, T)  et de 

((Q,)T,,T,) ((P)T = _V T'P).  

Le probl~me que l 'on se pose  est  de savoir  a queUe condit ion il existe un 
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isomorphisme de (X, T) sur (X,, T1) qui envoie (P)T sur (P,)r, et (Q)T sur (Q0r,.  

(i.e. il existe deux partitions de X, /3 et (~ telles que: 

(4) (P  v Q, T) ~ (P1 v Q,, T,) 

(5) (P)T = (P)T 

(6) ((~)r = (Q)T.) 

Convenons de dire que R = P v Q et R, = P, v Q~ sont 6quivalentes quand un 

tel isomorphisme existe. II est prouv6 dans [I] qu'il existe une partition finie 

R = P v Q telle que si Ri = P, v Q, est une partition finie 6quivalente ~t R, alors 

d(P v Q) = d(Pi v Q,). La d6monstration qui est donn6e & cet endroit ne peut 

= (3, 3). Notre but iciest de prouver le pas s 'appliquer au cas o0 d(P)  = d ( Q )  ' ' 

r6sultat suivant: 

Soit R = P v Q telle que: 

(7) d(P)  = d (Q)  = (~,~)1 i 

(8) P A Q = v 

(9) P n'est  pas ind6pendant de Q.  

Alors si R ~ = P ,  vQI  est une partition 6quivalente h R = P v Q ,  on a 

n6cessairement d ( P  v Q) = d(P~ v Q,). (Remarquons que dans ce r6sultat on a 

supprim6 l 'hypoth6se que R~ est finie.) 

Dans toute la suite R = P v Q d6signe une partition fix6e v6rifiant (7), (8) 

et (9). 

RAPPELS. Soit R = P v Q identifi# a la coordonn~e 0 darts (X, T)  et soit 

Ao =  EPE°EPqui  est un op~rateur positi f  de L2(R)---~L2(R). II admet deux 

valeurs propres 1 et A (0 < A < 1), II existe doric f qui est P-mesurable teile que 

A f  = Af. Soit A ! ' op#rateur de L 2(R ) r ~  L 2(R )r d(fini par A = E tP~TE~°)TE tp~T. 

Alors le lemme 4 de [1] nous [ournit le 

LEMME O. L ' op&ateur A est ?t spectre discret. Son spectre est compos~ des 

hombres A i, i >= O. Le  sous-espace propre ~(~ associ~ d la valeur propre A est la 

[ermeture darts L 2(X) des combinaisons lin~aires finies des fonctions T~[, i ~ Z. 

Nous prouvons maintenant le 

LEMME 1. Soit g E ~ .  Si g ne prend presque-sarement qu 'un nombre au 

plus d#nombrable de valeurs, il existe une partie finie I de Z et des nombres r~els 

a,  i E L tels que g = E ~  a~T~f. (et g ne prend qu ' un hombre fini de valeurs ). 



Vol. 21, 1975 ISOMORPHISMES QUI PRESERVENT FACTEURS 175 

DEMONSTgATION. Soient u et v les valeurs prises par f. Soit g = E?2_® a~T~f, 

avec  une infinit6 de a~ non-nuls. Soit io tel que a~ ~ 0. On pose go = aoT~*[. Soit 

I ,  un sous-ensemble  fini de Z et g, = E~l.a~T~f. On d6finit h+~ et g,+l de la 

faqon suivante:  g, ne prend qu 'un  nombre  fini N ( n )  de valeurs:  a,.k, 1 =< k =< 

N(n ) .  Soit a .  = inL,,, ]a..k - a.., 1. C o m m e  IIg II = l a, l" il existe i.÷~ ~ I.  tel 

que a,.+,¢O et a, .+ ,<a. /2 (A)  (A =max( lu l ,  Iv l ) ) .  Soit I .+1=1 .  t_J{/,+,} et 

g.+, = E~.+, a~T~[ (Io = io). Soit f = I..J.I. et I*  = Z - iT. Alors g = g + g* (p. s. ) 

o~ g et g* sont ind6pendantes (g =2~ra~T~[, g * =  Y~ra~T 'D  et of 1 la tribu 

engendr6e par ~ est exac tement  V~rT~P. Quand r e s t  infini g ne peut  pas 

prendre  qu 'un  nombre  d6nombrable  de valeurs. 

LEMME 2. Soit I un ensemble fini de Z et a, i ~ I, une suite de nombre r(els 

non-nuls. Soit g = Y~a ,T~f .  Si I poss~de plus d 'un  dl~ment, les [onctions T"g, 

n E Z ne peuvent pas ~tre ind~pendantes. 

DI~MONSTRATION. Soit M la plus grande valeur prise par g. Elle n 'es t  prise 

que sur un seul a tome de la partition V ~ t  TiP. Soit p ce cylindre. Alors pour  

tout entier n tel que I A T " I ~  0 m (p f3 T ' p )  ~ m (p)2. D'o/t le r6sultat. 

PROPOSITION. Soit R = P v Q avec 

(1) d(P)  = d (Q)  = (½,') 

(2) P ^ Q = t, 

(3) P n ' est pas inddpendante de Q. 

Soit (X, T) le schdma de Bernoulli avec R comme gdn~rateur ind~pendant. 

Soient P~ et Q~ deux partitions ddnombrables telles que si R,  = P t v  Q~ 

(4) les T'RI,  i ~ Z sont ind~pendantes 

(5) (P)T = (POT 

(6) (Q)T = (Q,)r. 

Alors d ( P  v Q) = d(P~ v Q,). (On prouve en [ait qu' i l  existe un entier k tel que 

P, v Q, = "TkP v Q.) 

DI~MONSTRATION. Soit A, l 'op6rateur  de L2(PO dans Lz(PO d6fini par  

A~ = E~,EQ, EP,; le L e m m e  4 de [1] et le L e m m e  0 entrainent  qu'il existe une 

fonct ion g dans L 2(P0 telle que A ~g -- Ag. Soit P la partition engendr6e par  g. 

C o m m e / 5  est d6nombrable ,  le L e m m e  1.entraine que 15 est en fait fini et le 
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Lemme 2 qu'il existe un entier k, tel que /5  = Tk,p. Comme/5  est incluse dans 

P~ les conditions (4) et (5) entra~nent P~ = Tk'P. On prouverait de m6me que 

Q~ = Tk:P. Les conditions (2) et (4) entrainent alors que k~ = k2 = k. Ce qui 

ach~ve la d6monstration. 
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